
Analyse statique de 
programmes



Analyse statique

• But: découvrir automatiquement des 
propriétés (simples) des programmes

• Applications:

• compilateurs optimisants (gcc, etc.)

• preuve automatique d’absence d’erreurs 
à l’exécution (Polyspace,  Astrée, etc.)

• base d’autres outils (en sécurité par ex.)



Architecture d’un 
compilateur (pas le vôtre!)

2 Programmation

1. Analyse statique

L’analyse statique de programme désigne toute technique permettant de
déduire des propriétés sur tout programme dans un langage de programmation
donné, et ce par algorithme. Un exemple typique et courant est celui du compi-
lateur optimisant, par exemple n’importe quel compilateur du langage C auquel
on aura fourni l’option -O, le compilateur ocamlopt pour Objective Caml, etc.
L’architecture typique d’un tel compilateur est :
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Lorsqu’on lance le compilateur sur le fichier texte (dit source) du programme
à compiler, le compilateur commence par effectuer l’analyse lexicale et statique
du source (voir chapitre ??), et construit un arbre de syntaxe abstraite. En
principe, le compilateur pourrait retraduire cet arbre directement sous forme
de code machine. Par exemple, le morceau de programme C suivant :

int f (int m, int n) { int p = m+n; return p+3; }

se compile sous forme du code suivant, si on utilise gcc version 2.8.1, sans
option, sur une machine à processeur Intel Pentium sur Linux :

Mnémoniques assembleur Explication Octets émis
1 movl 8(%ebp),%eax mettre m dans %eax 139, 69, 8
2 movl 12(%ebp),%edx mettre n dans %edx 139, 85, 12
3 leal (%edx,%eax),%ecx calculer %ecx :=%eax+%edx 141, 12, 2
4 movl %ecx,-4(%ebp) ranger %ecx dans p 137, 77, 252
5 movl -4(%ebp),%edx mettre p dans %edx 139, 85, 252
6 addl $3,%edx ajouter 3 à %edx 131, 194, 3
7 movl %edx,%eax retourner %edx 137, 208

Les notations %ebp, %eax, %ecx, %edx désignent des registres du proces-
seur, qui sont les endroits où le processeur fait ses calculs. On voit que chaque
instruction du programme f correspond à un groupe de lignes dans le code :
p = m+n forme les quatre premières lignes, l’addition avec 3 les deux suivantes,
et le return (qui consiste à mettre le résultat dans le registre de retour %eax)



Un exemple
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compilé par gcc 2.8.1 sans option en:

remplaçable par movl %ecx, %edx
inutile… car p ne sera jamais plus utilisée

Propriété à démontrer,  
automatiquement



Quelques propriétés

• live variables: variables définies à la ligne n 
qui seront possiblement utilisées plus tard

• dead code: code qui ne sera jamais exécuté

• array overflow: débordement de tableau

• arithmetic overflow: débordement 
arithmétique (cf. Ariane 5)



Le théorème de Rice

• Thm: toute propriété extensionnelle et 
non-triviale de prgms est indécidable.

• Extensionnelle = ne dépend que de la 
sémantique

• Non-triviale: fausse d’au moins 1 prgm,  
               et vraie d’au moins 1 prgm

• (pour un langage de prog. Turing-complet.)



Exemple

• La propriété « y a-t-il du code mort dans 
mon code? » est indécidable

• (Mais… ceci n’est pas extensionnel: 
comment utilise-t-on Rice ici?)

• Morale: « toute propriété intéressante de 
programmes est indécidable ».



L’interprétation 
abstraite

• On va construire des approximations 
calculables de propriétés P de prgms:

• Si l’analyseur dit OK, P est vraie

• Sinon, on ne sait pas…

• mais l’analyseur termine



Illustration: la règle des 
signes

• But: détecter quelles vars x sont ≥0 et à 
quelles lignes d’un prgm π

• Deux signes: ‘+’ et ‘–’

• Règles de calcul:  
‘+’ x ‘+’ = ‘+’     ‘+’ x ‘–’ = ‘–’     etc.

• Quelles règles pour l’addition?



Top

• ‘+’ + ‘–’ = ⊤ (top, « je ne sais pas, ça peut 
être n’importe quoi »)

• Pas ⊥ (bottom): pourquoi?



Concrétisation

• = fonction de sémantique γ des valeurs 
abstraites (ici, les signes) vers l’ensemble 
des propriétés (=sous-ensembles des 
valeurs possibles)

• γ(‘+’) = {n∈Z | n≥0}  
γ(‘–’) = {n∈Z | n<0}  
γ(⊤) = Z              … monotone!  
γ(⊥) = ∅



Exemple

• En pratique on analyse des graphes de flot 
de contrôle (CFG)
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while (x!=0)
  {
    y:=y*x;

input x;

y:=1;

    x:=x-1;

  }
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x!=0x!=0vrai faux
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input x;

y:=1;

skip

    y:=y*x;

    x:=x-1;

x↦⊤ y↦⊤
x↦⊤ y↦‘+’

x↦⊤ y↦‘+’

x↦⊤ y↦‘+’ x↦⊤ y↦‘+’

x↦⊤ y↦⊤

x↦⊤ y↦⊤

x↦⊤ y↦⊤ x↦⊤ y↦⊤

Point fixe atteint!



Sémantique abstraite

• Soit L# un treillis complet  
   (de valeurs abstraites),  
Env# = Var (x Ligne) → L# 

     (treillis complet aussi)

• ⟦skip⟧# ρ# = ρ# 
⟦x=e⟧# ρ# = ρ#[x ↦ ⟦e⟧# ρ# ⋁ ρ#(x)]  
⟦if e then c else c’⟧# ρ# = ⟦c⟧# ρ#  ⋁ ⟦c’⟧# ρ# 
⟦while e do c⟧# ρ# = lfpρ# (⟦c⟧#)



lfpV

• f: L# → L# est inflationnaire ssi f(x)≥x

• Thm: Si f: L# → L# est mon.+inflationnaire, 
pour tout V∈L#, f a un plus petit point fixe 
au-dessus de V.         On le note lfpV(f).  
(Note: monotonie pas nécessaire [Bourbaki-Witt])

• Dém.: Tarski sur le treillis complet ↑V.  
— Inflationnarité nécessaire: pourquoi? 
— Quels sont les sups, les infs, dans ↑V?



Autre démonstration

• Thm: Si f: L# → L# est mon.+inflationnaire, 
pour tout V∈L#, f a un plus petit point fixe 
au-dessus de V.         On le note lfpV(f).

• On pose fV(x#) = f(x#) ⋁ V.  
Alors lfpV(f) = lfp(fV)  
(les points fixes de fV sont exactement les 
points fixes de f ≥V.)



Correction

• (Supposons une sémantique petit pas avec 
des règles de la forme (c, ρ) → (c’, ρ’) pour 
simplifier)

• Prop: si ρ(x) ∈ γ(ρ#(x)) pour tout x,  
et si (c, ρ) →* (c’, ρ’)  
alors ρ’(x) ∈ γ((⟦c⟧#ρ#)(x)) pour tout x.

• Dém.: récurrence + analyse de cas



Faire mieux

• Peut-on, connaissant γ et la sémantique 
concrète (c, ρ) → (c’, ρ’), déduire la 
sémantique abstraite? 
… de sorte que cette dernière soit la plus 
précise possible?

• Correspondances de Galois



Correspondances de 
Galois

• Soit γ : L# → L, α : L → L# monotones.  
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

• pour tous x, y#, α(x)≤y# ssi x≤γ(y#)

• pour tous x, y#, y#≤α(γ(y#)), x≤γ(α(x))

• On dit alors que α⊣γ est une 
correspondance de Galois



Correspondances de 
Galois

• Soit γ : L# → L, α : L → L# monotones,  
L et L# treillis complets et α⊣γ 
(pensez L=ℙ(Val))

• Alors α(x) est la valeur abstraite y# 

la plus précise (la plus petite) qui soit 
correcte par rapport à x (x≤γ(y#))



Correspondances de 
Galois

CHAPTER 8. SOBRIETY 8.4. COLIMITS, LIMITS

L1

L

L1

↵ �

L

Figure 8.4 A poset adjunction.

spaces to the category of spatial locales, preserves them all (including equalizers). Hint: rea-
son categorically. As a side-note, Johnstone’s counterexample (Johnstone, 1982, 2.12–2.14)
is a product of two sober spaces; from this we can show that binary products in the category
of spatial locales do not coincide with binary products in the larger category of all locales.

Binary products in the category of spatial locales must be binary coproducts
in the category of spatial lattices. Let us look for a convenient way of describ-
ing them.

A poset adjunction ↵ % � between two posets L and L1 is a pair of two maps
↵ : L Ñ L1 and � : L1

Ñ L such that ↵puq § u1 if and only if u § �pu1
q, for

all u P L, u1
P L1. This has a number of equivalent definitions. Let us say that

the former is Definition 1. Definition 2 is: a poset adjunction is a pair of two
maps ↵, � that are monotonic, and such that u § �p↵puqq for every u P L, and
↵p�pu1

qq § u1 for every u1
P L1. Definition 3 applies when L1 is a complete

lattice, and requires the following: ↵ is a map that preserves all existing least
upper bounds, i.e., whenever puiqiPI is a family of elements of L that has a
least upper bound, then supiPI ↵puiq “ ↵psupiPI uiq; in this case, � is uniquely
determined from ↵ by defining �pu1

q as the largest element u P L such that
↵puq § u1, for each u1

P L1 (in particular, the family of all elements u such that
↵puq § u1 has a least upper bound). Definition 4 applies when L is a complete
lattice, and requires instead � to preserve all existing greatest lower bounds,
in which case ↵ is uniquely determined by letting ↵puq be the least element u1

such that u § �pu1
q.

An illustration is given in Figure 8.4, in the simple case where L and L1

are both totally ordered. This should give the intuition that a poset adjunction
is almost an order isomorphism, except for some flat segments (horizontal or
vertical), where ↵ and � will pick one end of the segment (materialized as a
bullet ‚) and not the other (materialized by a small arc).

ô Exercise 8.4.15
Show that all the above definitions of a poset adjunction are equivalent. (For 3 ñ 1, show

377



Galois et points fixes

• Thm: Soit L treillis complet, f : L → L 
monotone, et L:α⊣γ: L#, alors 
                lfp(f)≤γ(lfp#(f#)) où f#=αofoγ
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Galois et points fixes

• Thm: Soit L, L# treillis complet, f : L → L 
monotone, et L:α⊣γ: L#, alors 
                lfp(f)≤γ(lfp#(f#)) où f#=αofoγ
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donc ≥ le plus petit, qui est lfp(f) (Tarski).  



Galois et points fixes

• Thm: Soit L, L# treillis complet, f : L → L 
mon.+inflationnaire, et L:α⊣γ: L#, alors si 
V≤γ(V#) et V#∈Im α on a:  
                lfpV(f)≤γ(lfp#V#(f#)) où f#=αofoγ

• Dém.: soit V#=α(V’)  
α⊣γ se restreint à ↑V’:α⊣γ:↑V# 
puis lfpV(f)≤lfpV’(f) (par définition de lfpV.)



Galois et points fixes

• Thm: Soit L, L# treillis complet, f : L → L 
mon.+inflationnaire, et L:α⊣γ: L#, alors si 
V≤γ(V#) et γ injective on a:  
                lfpV(f)≤γ(lfp#V#(f#)) où f#=αofoγ

• Dém.: il suffit de voir que α est alors 
surjective.  En effet, on a toujours 
γ(x#)=γ(α(γ(x#))) (exercice).



Correction

• Pour ϱ :  Var →ℙ(Val)

• ⟦skip⟧♭ ϱ = ϱ 

⟦x=e⟧♭ ϱ = ϱ[x↦ ϱ(x) ∪ ⟦e⟧♭ϱ]  
⟦if e then c else c’⟧♭ϱ = ⟦c⟧♭ ϱ ∪ ⟦c’⟧♭ϱ 
⟦while e do c⟧♭ϱ = lfpϱ (⟦c⟧♭)



Correction

• On démontre une fois pour toutes:

• Prop: si (c, ρ) →* (c’, ρ’)  
et pour tout x, ρ(x)∈ϱ(x), alors 
pour tout x, ρ’(x)∈(⟦c⟧♭ϱ) (x).



Transfert

• Thm: si ϱ est correct par rapport à ρ#, 
(i.e., pour tout x, ϱ(x) ⊆ γ(ρ#(x))), alors 
 ⟦c⟧♭ϱ est correct par rapport à ⟦c⟧#ρ#.

• Dém.: on utilise ‘Galois et points fixes’ 
pour les boucles.

• Fournit automatiquement des 
interprétations abstraites correctes ⟦c⟧#ρ#.



Calculabilité

• Si L# est de hauteur finie (ex: pour les 
signes, hauteur 2), alors lfp#V#(f#) est le sup 
de la chaîne croissante finie des f#n(V#).

• Sinon, techniques d’élargissement (Cousot), 
d’itérations sur les politiques 
(Goubault&Putot — pas moi).


